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Po co ludzie uczq si¢ matematyki?
Zeby uczy¢ matematyki innych.
Hugo Steinhaus

Ksigzka przeznaczona jest dla studentow kierunku Ksztalcenie wczesnoszkolne
i wychowanie przedszkolne do przedmiotu Edukacja matematyczna z metodykq oraz studentow
innych kierunkéw, ktorzy wybrali edukacje wezesnoszkolng jako drugg specjalizacje. Moze by¢
rowniez uzyteczna dla nauczycieli przedszkoli inauczycieli ksztalcenia zintegrowanego,
nazywanego czasem edukacjg elementarng badz ksztalceniem wczesnoszkolnym, lub tez
nauczaniem poczatkowym.

Ksigzka jest zbiorem wyktadow, jakie prowadzitem dla studentow ksztalcenia
zintegrowanego W PWSZ w Raciborzu izawiera podstawy edukacji ~matematycznej
z elementami metodyki, tym samym nie wyczerpuje zagadnienia i nie powinna by¢ traktowana
jako poradnik metodyczny dajacy peing wiedzg dla przysztego nauczyciela. Konieczne jest
uzupehnianie i poszerzanie swoich umieje¢tnosci, korzystajac z bogatej literatury ksigzkowe;,
artykutow w czasopismach i opracowan coraz cze$ciej zamieszczanych w Internecie. Czasem
obok standardowego wykladu moga si¢ znalez¢ fragmenty majace charakter pewnych uwag,
refleksji. Mozna je poming¢ bez szkody dla wiedzy, ale zachecam do przeczytania ich, bowiem
wyplywaja z do§wiadczenia i przemyslen wynikajgcych z dyskusji z nauczycielami.

Ksigzka zawiera wyktad podstaw matematyki niezbednych studentowi i nauczycielowi. Nie
znaczy to jednak, Zze prezentowane tu treSci sa przeznaczone do realizacji w klasach
poczatkowych. Sa to jednak treSci niezbedne nauczycielowi, ktory musi wiedzie¢ znacznie
wiecej niz uczen. Nauczyciel powinien umie¢ spojrze¢ na matematyke w klasach poczatkowych
oczami matematyka izawsze odpowiedzie¢ sobie na pytania: Po co tego ucze? Czy
przekazywane wiadomosci i umieje¢tnosci bedg dla niego zrozumiate i bedg uczniowi niezbedne,
czy majg charakter wspomagajacy — shuzg tylko przygotowaniu ucznia do poznawania innych
waznych treSci, a moze maja charakter propedeutyczny idopiero w dalszej edukacji beda
poznawane doktadnie;?

23 sierpnia 2007 roku Ministerstwo Edukacji Narodowej wprowadzito zmiang Podstawy
programowej ksztatcenia W profilach ksztatcenia ogolnozawodowego, Z mocg obowigzujaca od 1
wrzes$nia. Podstawa jest podstawowym dokumentem wyznaczajacym kierunki edukacji szkolne;.
W stosunku do Podstawy obowigzujacej jeszcze W roku szkolnym 2006/07, pewne tresci zostaly
przesunigte do realizacji w przedszkolu, np. ¢wiczenia zwigzane 7 orientacjg W przestrzeni
| wzajemnym potozeniem przedmiotow, inne do klas starszych szkoty podstawowej, jak np.
dzialania pisemne, rozwigzywanie zadan tekstowych ztozonych. Wszystkie te tresci sg jednak
uwzglednione W niniejszym opracowaniu, bowiem nie przekraczaja one mozliwosci ucznia
ksztalcenia zintegrowanego | mogg by¢ realizowane W ramach tzw. rozszerzenia lub w np. na
kotku matematycznym.

Opracowanie nie zaspokoi w petni potrzeb nowoczesnego nauczyciela, ale, mam nadziejg, ze
dostarczy niezb¢dnej pomocy do poprawnej pracy dydaktycznej i pokaze sposoby doskonalenia
swoich umiej¢tnosci przez korzystanie z réznych zrodet informacji. Zachgcam do korzystania
Z licznych opracowan metodycznych poszczegdlnych tematow, ktoére mozna znalezé m.in.
w drukowanych opracowaniach metodycznych oraz w Internecie, a ktérych spora lista jest
zamieszczona W wykazie literatury. Zachecam do poszukiwania rowniez wlasnych rozwigzan,
zwlaszcza dotyczacych tzw. aktywizacji matematycznej ucznia poprzez stosowanie zabaw i gier
matematycznych, rozwigzywanie tamigtowek logicznych | matematycznych, pamigtajac



0 doborze stosownym do wieku ucznia, posiadanej przez niego wiedzy, zaawansowania
W rozwigzywaniu problemoéw matematycznych.

Zawarte w ksigzce wskazoéwki metodyczne moga pomodc W realizacji wybranych tresci
matematycznych w klasach I-1ll oraz w przedszkolu. Niektore problemy zostaty tylko
zasygnalizowane i wymagaja samodzielnego szerszego poznania z bogatej literatury.

Aby swobodnie i dobrze uczy¢ dzieci, niezbedna jest wiedza pedagogiczna i psychologiczna
poznawana podczas studiow.
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Dzi¢ckuje serdecznie pani prof. dr hab. Gabrieli Kapicy za umozliwienie przygotowania
ksigzki i statg zachete do pracy nad nig.
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cierpliwo$¢ 1 przeczytanie ,,catosci W kawatkach”. Cenne uwagi oraz rady, ktorymi zechcialy
Panie podzieli¢ si¢ ze mna, wptynely na posta¢ tego opracowania.

Mojej zonie Krystynie dzigkuje za wsparcie duchowe, cierpliwe wystuchiwanie moich
watpliwosci icenne porady ipodpowiedzi oraz wielokrotne czytanie potaczone z walka
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Jerzy Nowik



1. Poczatki myslenia matematycznego u dziecka

1. Jestes w stanie mysle¢ matematycznie.
2. Matematyczne myslenie mozna usprawnié¢ dzieki
praktyce pofgczonej z refleksjq.
3. Matematyczne myslenie prowokujq sprzecznosci,
napiecia i niespodzianki.
4. Matematycznemu mysleniu sprzyja atmosfera
swobodnego zadawania pytan, rzucania wyzwan i refleksji.
5. Matematyczne myslenie pomaga W zrozumieniu siebie
i Swiata.

J. Mason: Matematyczne myslenie

Na wstgpie zastanOwmy si¢ nad tym, co to jest mysSlenie matematyczne, na ktore
niejednokrotnie si¢ powolujemy. Myslenie lub rozumowanie to ztozony proces umystowy,
polegajacy na poszukiwaniu zaleznosci miedzy pojeciami i wnioskowaniu. Operuje zatem
elementami pamigci oraz umiej¢tno$ciami | prawie zawsze wigze si¢ z tworzeniem nowej
wiedzy, czyli rozwojem cztowieka mys$lacego, a 0 czlowieku myslacym, moéwimy czgsto jako
0 cztowieku inteligentnym. W nauczaniu matematyki czgsto mowimy 0 mysleniu
matematycznym. Czy rdzni si¢ ono istotnie od ,,zwyktego” myslenia?

Specyfika myslenia matematycznego polega na mys$leniu konkretnym opartym na
okreslonych zalozeniach, prawach logicznych — definicjach, twierdzeniach, a jednocze$nie
stawianiu pytan — hipotez, cho¢ nie zawsze mozna na nie odpowiedzie¢. Wymaga umiejetnosci
analizowania i syntetyzowania. Logiczne myslenie, ktore jest czgsto utozsamiane Z mysSleniem
matematycznym, potrzebne jest w kazdej dziedzinie nauki, ktora wymaga umiej¢tnoSci
kojarzenia faktow iich wzajemnej zalezno$ci. Jest ono pozbawione emocji, ktore czgsto
towarzysza W tzw. myS$leniu twoérczym malarzy czy poetdw, ale nie znaczy to, Ze jest
pozbawione wyobrazni, ktora zawsze towarzyszy procesom abstrahowania. *

Psychologicznymi mechanizmami tworczosci naukowej, rozpatrywanymi na przyktadzie
myslenia matematycznego zajmowat si¢ Jacques Hadamard, a swoje doswiadczenia 0 tym jak
przebiegaja procesy myslowe podczas rozwigzywania problemOéw matematycznych opisat
W ksigzce Psychologia odkry¢ matematycznych.?

Czynno$ciowe nauczanie matematyki®

Operatywny charakter matematyki i psychologiczna koncepcja interioryzacji wskazuja
dydaktyce matematyki specyficzng droge od konkretu do abstrakcji matematycznej, droge, ktora
nazywac bedziemy czynnoSciowym nauczaniem matematyki. Punktem wyjscia dla takiego
nauczania jest stwierdzenie, ze:

1. Typowe elementarne struktury matematyczne sg zwigzane Z pewnymi, rowniez typowymi
operacjami, ktorych konkretne zrodta dostrzegamy juz w prymitywnych czynnosciach dziecka.

Przyktadem takiej struktury algebraicznej jest dziatanie, ktérego konkretng geneza jest
przyporzadkowywanie parom przedmiotéw przedmiotu trzeciego — struktura przedmiotowa, np.
dziatanie na klockach, atakze ustalenie relacji porzadkowych w abstrakcyjnych zbiorach dla
ktorej genezg jest porzadkowanie konkretnego zbioru, itp.

1 J. Mason, L. Burton, K. Stacey: Matematyczne myslenie. WSiP, Warszawa 2005
2 ). Hadamard: Psychologia odkryé matematycznych PWN, Warszawa 1964
3 Z. Krygowska: Zarys dydaktyki matematyki. Cz. 1. PZWS, Warszawa 1977
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2. Kazda sytuacja w matematyce elementarnej nasuwa potrzebe wykonywania roznych,
specyficznych dla rozwazanej dziedziny operacji abstrakcyjnych itowarzyszacych im
konkretnych zupetnie czynnosci, ktdrych rola jest rozmaita: czasem stanowig one pobudzenie
jakiej$ myslowej czynnosci, czasem jg tylko podpierajg, ustalajac to, co jest W mysli chwiejne,
czasem ja tylko wyrazaja (rysunek, zapis, spontanicznie tworzony model, gest itp.).

Dobdr i organizowanie czynnosci konkretnych wréznych sytuacjach jest waznym
zagadnieniem dydaktycznym. Na przyklad dydaktyczna analiza liczby naturalnej W ujeciu
mnogos$ciowym wysuwa na plan pierwszy dwie operacje: wzajemnie jednoznacznego
przyporzadkowania elementow dwoch zbiorow oraz porzadkowania zbioru liczb naturalnych.
W tym ujeciu liczba moze by¢ traktowane jako skonczona liczba kardynalna lub jako skonczona
liczba porzadkowa.

CzynnoSciowe  nauczanie  matematyki jest  postgpowaniem  dydaktycznym
uwzgledniajacym stale i konsekwentnie operatywny charakter matematyki rownolegle
z psychologicznym procesem interioryzacji prowadzacym od czynnosci konkretnych
I wyobrazonych do operacji abstrakcyjnych. Czynno$ciowe nauczanie matematyki opiera si¢
wiec:

1. na wydobyciu przez analize¢ teoretyczng z materialu nauczania podstawowych operacji
w kazdej definicji, twierdzeniu, dowodzie. Wyrazem tego jest taksonomia celéw nauczania,
a w konsekwencji dydaktyczne plany wynikowe;

2. na S$wiadomym organizowaniu sytuacji problemowych sprzyjajacych procesowi
interioryzacji i ksztattowaniu myslenia matematycznego ucznia jako specyficznego dzialania,
jako swobodnego i §wiadomego postugiwania si¢ przyswajanymi stopniowo operacjami oraz na
konsekwentnym stosowaniu zabiegéw dydaktycznych majacych na celu zapewnienie
prawidtowosci I efektywnosci tego procesu, m.in. przez:

a) wigzanie treSci matematycznych z wyraznie formulowanymi schematami post¢gpowania
(definicje genetyczne, jak to zbudowaé, jak zrobi¢, jak wykorzystac),

b) wigzanie operacji z operacjami odwrotnymi (dodawanie i odejmowanie ilustrowane np.
z uzyciem grafow),

c) wigzanie operacji Zrdéznych dziedzin matematyki W bardziej zlozone schematy
(przemiennos¢ dziatan, klocki — liczby),

d) uwzglednienie réznych ciggow operacji prowadzacych do tego samego rezultatu
(czynnosciowa interpretacja dwustronna wzordéw algebraicznych i trygonometrycznych, itp.),

e) stawianie ucznia w sytuacjach konfliktowych (przeksztalcanie schematu lub tworzenie
nowego),

f) opis stowny operacji (co robig),
g) wlasciwe i celowe wigzanie czynnosci konkretnych z my§lowymi operacjami, przy czym
czynno$¢ konkretna moze by¢:
g’) zrdédlem procesu interioryzacji — operacja myslowa,
g’’) wykonywana rownolegle zZ operacjami myslowymi — wpieranie operacji myslowych,
g’”’) weryfikacja w konkrecie efektywnos$ci pomyslanego ciaggu operacji,

h) konsekwentne uczenie swobodnego postugiwania si¢ poznanymi operacjami
| przyzwyczajanie ucznia do tego, ze tylko okreslone, planowe dziatanie, anie bierna
kontemplacja i oczekiwanie na ,,natchnienie” prowadzi do rozwigzania zagadnienia (praca
z otowkiem i kartkg podczas lektury),

1) zwrocenie uwagi na to, aby stosowana symbolika miata rowniez charakter operatywny,
aby wizualnie sugerowata operacj¢ (grafy, drzewka, strzatki, itd.).
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Uwagi te, sformutowane przez Zofi¢ Krygowska, wskazuja tylko kierunek poszukiwan
dydaktycznych otwartych dla kazdego nauczyciela. Celem tych poszukiwan jest racjonalne
uczenie mys$lenia matematycznego jako naturalnego dziatania w abstrakcji.

Podobnie jak dziatanie w praktyce jest oparte na systemie podstawowych prostych
specyficznych czynnosci elementarnych, przyswajanych przez dziecko w toku jego doswiadczen
I wychowania, tak i dziatanie w abstrakcji matematycznej jest oparte na systemie podstawowych
specyficznych operacji myslowych. Tych operacji trzeba $wiadomie i planowo uczy¢ poczynajac
od pierwszego kontaktu dziecka z matematyka”.

Rozw0j myslenia matematycznego u dziecka

Dziecko w 7 roku zycia wstepujac do szkoly znajduje si¢ na przetomie dwoch stadidow
rozwoju psychicznego, zwanych dawniej drugim i trzecim dziecinstwem, a obecnie okreslanym
jako wiek przedszkolny i szkolny. Miernikiem przejscia do tego drugiego okresu jest osiggnigcie
przez dziecko tzw. dojrzatosci szkolnej, awigc takiego stopnia rozwoju psychicznego
i fizycznego, ktéry czyni je podatnym i wrazliwym na oddziatywanie szkoly, umozliwiajac
regularng nauke w klasie. Charakteryzuje si¢ to m.in. opanowaniem umiejetnosci ruchowych
dtoni ipalcéw — pisanie, zdobyciem pewnej wiedzy 0 otaczajagcym S$wiecie, umiejetnoscia
porozumiewania si¢, osiggnigciem pewnego stopnia uspolecznienia i dziatania intencjonalnego
(skierowanego na wynik), umiejetnos¢ opanowania emocji.

W okresie poprzedzajagcym wiek szkolny, od niemowlgctwa, za punkt wyjScia przyjmuje si¢
W rozwoju myslenia konkretne czynnos$ci powtarzane jako reakcje na bodzce zewngtrzne, co
prowadzi do wytworzenia si¢ schematow postgpowania, ktére dziecko stosuje niezaleznie od
sytuacji. Piaget nazywa to asymilacjg rzeczywistoSci do danego schematu. Napotykajac
Sytuacje, ktore nie dadza si¢ zasymilowaé do przyswojonego schematu, zmienia si¢ schemat
postepowania, dostosowujac go do rzeczywistosci, czyli akomodujac go. Przyktadem jest
chwytanie przez dziecko matej zabawki otwartg dtonig, a gdy dajemy dziecku wigksza zabawke,
ktora nie miesci si¢ W dtoni, dziecko wyrabia odruch chwytania obiema rekami.

W postepujacym procesie asymilacji i akomodacji pierwotne czynnosci koordynujg sie, staja
si¢ bardziej ztozone, tym samym dziecko uczy si¢ bardziej elastycznego stosowania juz
przyswojonych planow postepowania do sytuacji nowych.

To, co obserwujemy w postaci prymitywnej w okresie niemowlecym, wystepuje rowniez
W postaci bardziej ztozonej na poziomie wysokiej abstrakc;ji.

Przyklad

Uczen poznat zasad¢ rozwigzywania roOwnania z dodawaniem:

X+2=6

X=6-2.

Rozwiazujac rownanie Z mnozeniem, czasem uczen postepuje W sposob doktadnie taki sam:

X*2=6

Jest tu potrzebna natychmiastowa ingerencja nauczyciela pokazujacego zwiazki migdzy
dziataniami wzajemnie odwrotnymi, aby uczen moégl wybrnaé z bledu ipodaé poprawne
rozwigzanie:

X=6:2

Uczen zastosowal schemat, a powinien znajagc zwigzki miedzy dziataniami wzajemnie
odwrotnymi zastosowa¢ analogie. Wspotczesna dydaktyka poswigca wiele uwagi uczeniu sig

4 Siwek H.: Czynnosciowe nauczanie matematyki, WSiP, Warszawa 1998



